# حساب نهاية منتهية أو غير منتهية لدالة عند الحدود(المنتهية أو غير المنتهية) 
# حساب نهاية باستعمال المبرهنات المتعلقة بالعمليات على النهايات أو المقارنة وتركيد 


دالتین . 

دراسة السلوك التقاريي لدالة 

استعمال مبرهنة القيم المتوسطة لإثبات وجود حلول للمعادلة )x(=)‏ +۸ عدد 
معطی. 


كوشي أوغسطين لويس:عالم رياضيات و فيزياء من جنسية فرنسية عاش في الفترة من 1789م إلى 
7.. كان لأعماله التي تميزت بالدقة تأثير عظيم على معظم فروع الرياضيات» و بصفة خاصة 
وضع أسس التحليل الحديث بدلالة النهايات و الاستمرار» و طور نظرية الدوال ذات متغيرات عقدية. 
شجعه على متابعة نشاطه في الرياضيات العالم لابلاس و العالم لاغرانج و أصبح أستاذا للرياضيات 
ي مدرسة البوليتكنيك» جامعة السوريون و كلية فرنسا و بسبب آرائه السياسية و الدينية رفض أن 

يمين الولاء للويس فليب سنة 1830 فنفي مع حفيد تشارلز العاشر › و عينته جامعة تورينو في 


\ 4A4 


vx +1 -1 


نعتبر الدالة ‏ المعرفة على | +;0| ل ]1;0-] ب =(  )×‏ و ليكن ( )٤,‏ تمثيلها البياني. 


1 وضع تخمين 
٠‏ أظهر على شاشة حاسبة بيانية التمثيل البياني ( )٤,‏ ثم أنجز التكبيرات ( 0077) التالية: 


٠‏ الدالة ر غير معرفة عند 0 إلا أنه بإمكان × أخد قيم قرببة من 0 بالقدر الذي نريد. ضع في هذه الحالة 
2) إثبات صحة التخمين 

نعلم أن الدالة 1+ × جا ×: ع قابلة للاشتقاق عند 0. 

عين العدد المشتق للدالة ۽ عند0. 

ه استنتج نهاية الدالة ‏ عند 0 


1) دراسة مثال 


نعتبر الدالة . المعرفة على إه + :1[ ر ا 


( ×) 1 و لتكن « الدالة المعرفة على ڊ1+ yv )x×(=×‏ 


6 عرف الدالة 1ه ر. 
لاحظ على شاشة حاسبة بيانية أو مجدول سلوك 
كل من ( ×) ا و ( ×) 1ه ۷ من أجل × كبير بالقدر الكافي. 


© ضع تخمينا بخصوص نهاية الدالة 1ه ر عند مم . 


عين ط نهاية الدالة . عند هه+ ثم نهاية الدالة ر عند ط. 
۵ ماذا تلاحظ ؟ 


2) وضع تخمین 
۵» ظ و ١‏ تمثل أعددا حقيقية أو مم+ أو ھ-. ا ۰ ۷ و ا دوال حیث 1ہ =y‏ ]. 


ذا فرشتا أن ۶=( 1i u )x×‏ و lim v (x )=c‏ ضع تخمينا بخصوص نهاية الدالة f‏ عند 4 . 


تعريف: نسمي الدالة الجزء الصحيح الدالة المعرفة على [] و التي ترفق بكل عدد حقيقي × العدد الصحيح ۸ 


حیث 1+ ۸> ×> ۸ و نرمز لھا بالرمز ٤او‏ | |۔ 


1) أحسب [2,3-]» (1-) £› | 3ل | و (11,01) .E‏ 
2) نعتبر الدوال » ع و ۸ المعرفة على المجال ]2;1-] كما يلي: 
[×]=(*) ۶“ [×]- +=( )۾ 1۰+ ×=( ۸)۲ و لتکن (,€)(,0)ء(,٥)‏ تمٹیلاتھا البیائية على 
ارت 
ه أرسم في معالم مختلفة التمثيلات البيانية( .)٥,( و)٤, (٠)٥,‏ 
ه٠‏ هل بإمكانك رسم المنحنيات ( (»)٥,‏ , )و ( ,٥)بدون‏ رفع القلم ( اليد ) ؟ 
ه هل تقبل الدوال »f‏ ۽ و ۸ نهاية عند1- ؟ عند0 ؟ 
ه أكتب خلاصة. 


نشاط رابع 


إليك المنحنيات ( )٤, ( ٠)٥,‏ و )٤,(‏ الممثلة على التوالي لثلاث دوال > ع و ۸ معرفة 
على المجال [1;2-] و ليكن ۸ عددا حقيقيا من المجال [2;3-] . 


1. هل الدوال /» ۽ و ۸ مستمرة على المجال [1;2-] ؟ 
2. بواسطة قراءة بيانية حدد» حسب قيم العدد الحقيقي ٠»)‏ عدد حلول كل معادلة من المعادلات التالية: 
n(x)=k (3) g(*)=k 2)  f(*)=k ()‏ 
3. ماذا تمثل القيمتان 2- و 3 حدود المجال[2;3-] ؟ 
4. من أجل كل عدد حقيقي ۸ من المجال [2;3-|» 
هل تقبل كل معادلة من المعادلات (1)ء (2) » (3) حلا على الأقل في المجال |[1;2-] ؟ 
هل تقبل كل معادلة من المعادلات (1)» (2) › (3) حلا وحيدا في المجال [1;2-] ؟ 


"لا وة 
4 ا 
ے٠‏ 


یک 


ل نهاية منتهية أو غير منتهية لدالة عند »+ أو هم 


1. نهاية منتهية عند مم+ أو 0ه 
| تعريف: ١‏ دالة معرفة على مجال من الشكل |هه + ر×] و [ عدد حقيقي. 
القول أن نهاية f‏ عند 0+ هي 1 يعني أن كل مجال مفتوح شامل للعدد 1 يشمل كل القيم ( ×>) ر من 


أجل × كبير بالقدر الكافي. نكتب 1=( ×) 11١ f‏ و نقراً ( ×) ر يؤول إلى 1 لما يؤول × إلى ه+. 
[ 3 0 1 
نتيجة: نقول أن المستقيم ذا المعادلة 1 = ر مستقيم مقارب للمنحني ( ,٣)الممثل‏ للدالة ‏ عند ه+. 
ت ملاحظة: نحصل على تعريف و نتيجة مماثلتين عند 0ه-. 


أمثلة: ee. Mm MM oe MDS Ms‏ 
2. نهاية غيرمنتهية عند مم+ أو 0ه 
تعريف1: ١‏ دالة معرفة على مجال من الشكل | + ر×]. 
القول أن نهاية ‏ عند مم٠‏ هي +١‏ يعني أن کل مجال من الشکل | +; ۸]( ٤٦‏ ۸) یشمل کل القیم (  )×‏ من 
أجل × كبير بالقدر الكافي. نکب +=( ×) f‏ نا و نقراً ( ×) ر يژول ا 


تعريف2: ١‏ دالة معرفة على مجال من الشكل | + :×| . 
القول أن نهاية ‏ عند + هي -٥‏ يعني أن کل مجال من الشکل | 8 ٤1 ( |٥:‏ 8) یشمل کل القیم ( ×) ر من 
أجل × کبير بالقدر الكافي. نكب 0=( ×) lim f‏ و نقرأً ( ×) £ يژول إلى - لما يؤول N‏ 


ملاحظة: نحصل على تعربفين مماثلین عند 0ه- . 


lim x =+ * limx =—0o*  limx =+0* lim x? =0 * lim x = +0 * أمثلة:‎ 
× 4-0 


3. المستقيم المقارب المائل 
تعريف: ليكن ( )٤,‏ التمثيل البياني لدالة ر في معلم و ليكن (۸)المستقيم ذو المعادلة: (+×ه=ر 
القول أن المستقيم (۸) مستقيم مقارب للمنحني ( )٤,‏ عند 0+ ( على الترتيب عند -٠١‏ ) يعني أن: 


0= | (ط+×a)-‏ 0 | 1m‏ ( على الترتیب 0= | (ط+×ه)-() ۴ ] 11m‏ ( 
ملاحظة: إذا كانت الدالة f‏ معرفة كما يلي:( ×)م + ط+ ×ه=( ×) f‏ مع0=) lim p(x )=0وİ lim p(x‏ 
فمن الواضح أن المستقيم ذا المعادلة + ×= ر مستقيم مقارب مائل للمنحني الممثل للدالة ‏ عندص+ أو ص. 


E :‏ 1 
مثال: نمتر الدالة ۶ المعرفة على *1] بر ج +3- ×27 =( ×) أ و ليكن ( )٤,‏ تمثيلها البياني في معلم. 


لدینا 0 ا imا‏ و 0= ال و منه فالستقیم (۸) ذو المعادلة 3- ×2 = ر مستقيم مقارب للمنحني ( )٤,‏ 


× >-0 × 


عند 1۵6 و 00— . 


تمرين محلول1: لتكن / الدالة المعرفة على ەه +;3| ب 


أثبت ت باستعمال التعربف أُن: 0 - 0 lim f (x‏ 


الحل: ليكن ]ط; | = 1 حيث ط>4>0 ( 1 مجال مفتوح يشمل 0 ). 


من اکل × من | +;3|› f )« e1‏ يعني >= أي 34< 1 
E‏ 


نستتتج أنه من أجل ند كبير بالقدر الكافي( أكبر من +3 )» المجال 1 يشمل كل 
قيم ( ×) ۴. ومنه نهاية f‏ عندم+ هي 0 . س 
تمرين محلول2: لتكن / الدالة المعرفة على | +;3] ب 3- E‏ 


طرائق 3 زقارين محلولة 


أثبت ت باستعمال التعربف أن: + ا lim f (x‏ 


الأحل: ليكن 4۸ عددا حقيقيا موجبا. 

4 3- × يعني 3+ 4 < × ومنه المجال ]+ ۸] 
يشمل كل القيم (  )×‏ من أجل × كبير بالقدر الكافي. 

لدینا إذن 0+ =( ×) f‏ 1۳ا 


X >to 


تمرين محلول3: لتكن / الدالة المعرفة على ]هه +;0[ E‏ ×=( ×) ۶ و لیکن ( )٤,‏ تمثیلھا 
ابياني في معطم. 

1. بعد تمثيل ( )٥,‏ على شاشة حاسبة بيانيةء ضع تخمينا بصدد وجود مستقيم مقارب مائل للمنحني ( .)٥,‏ 
2. بين أن المستقيم 1- ×= «:(() مستقيم مقارب للمنحني ( )٥,‏ عند هه . 

و درن وضعية ( , )٥‏ بالنسبة إلى( (). 


يظهر و أن المنحني E PET ME TT C,‏ 
مقارب مائل للمنحني (C,)‏ عند 100 . 


(C,) مستقيم مقارب للمنحني‎ (D):y = × و منه المستقيم1]-‎ lim [f (x) - (x -1( |= im -—=0 2 


عند 0م . 


(x )-(x [= .3‏ ۴ و منه من أجل کل × من | +;0|› 
.]١ )× (-) -1( [>0‏ إذن المنحني ( )٤,‏ يقع تحت المستقيم المقارب( (). 


ل نهاية منتهية أو غير منتهية لدالة عند عدد حقيقى 
1. نهاية منتهية عند عدد حقيقى 
تعريف: ١‏ دالة معرفة على مجموعة من الشكل ]ط; ,×| لا ]م ×;4] و 1 عدد حقيقي. 
القول أن نهاية ‏ عند ر × هي 1 يعني أن كل مجال مفتوح شامل للعدد 1 يشمل كل القيم ( ×) ر من أجل × قربب 


بالقدر الكافي من م ×. نكتب 1=( ×) هنا و نقراً( ×) ۴ يؤول إلى 1 لما يؤول × إلى ×. 


ق مثال: ۶ الدالة المعرفة عل * ,)م f‏ و ( ,€) تمثيلها البياني. 
. تبين شاشة الحاسبة البيانية أنه كلما اقترب × من 0 إلا و اقتريت ( ×) f‏ من1. 
بإجراء تكبيرات أو باستعمال جداول قيم بواسطة الحاسبة يتضح أكثر أنه يمكننا جعل ( ) f‏ 
.lim‏ 


× 40 X 


قريب من 1 بالقدر الذي نربد بشرط أن يقترب × من 0 بالقدر الكافي. لدينا إذن 1- 


( يمكن إثبات صحة التخمين بإتباع نفس المنهجية المتبعة في النشاط الأول ) 
2. نهاية غيرمنتهية عند عدد حقيقي 
تعريف: / دالة معرفة على مجموعة من CNT‏ 
القول أن نهاية ر عند , × هي +٥١‏ يعني آن کل مجال من الشکل ٤1 (]۸ ;+ ٥|‏ 4) یشمل کل القیم ( ×) ر من 


أجل × قريب بالقدر الكافي من ر ×. نکتب 0+ = ( ×) ".11 و نقراً ( ×) ۴ یؤول إلى + لما يؤول × إلى ر ×. 
مثال1: لتكن ١‏ الدالة المعرفة على 2)- 1 3 <( f‏ 
يتضح جليا أن ( ×») ۴ تأخذ قيما كبيرة بالقدر الذي نريد بشرط أن يقترب × من 2 

بالقدر الكافي. لدینا هكذا +=( ×) limf‏ 


المعرفتین علی الترتیب على ]00-[ و ]+:0[ + (٭) ۶=( )۶=( )۶ 
من الواضح ن =( limî , )x×‏ و 0+ =( limf (x‏ 


ارعن ۲ دد سرد سی 2۰< (۲) ۶ تر دان ررر رم = 


و و ا ا 


تعريف: ليكن ( )٥,‏ التمثيل البياني لدالة ‏ في معلم و ليكن (4)المستقيم الذي معادلته: 4= ×. 
القول أن المستقيم (۸) مستقيم مقارب للمنحني ( ,0) يعني أن نهاية الدالة ‏ عند × ( من اليسار أو من اليمين ) 


هي ٣۵0‏ 00 ى 


تمرين محلول1: لتكن ١‏ الدالة المعرفة على | +;1-] ب 2- (1+ f )x(=)×‏ 
نريد دراسة سلوك ( ×) ١‏ لما يؤول × إلى1. 


2. في أي مجال يجب اختيار × بحيث ينتمي ( ×) ١‏ إلى المجال [1,99;2,01] ؟ 
3. ۲ عدد حقيقي حیث 1> >0 . 

e‏ فی ای مجال یجب اختیار × بحیث | f (x )e[2-r;2+r‏ ؟ 

٠‏ ماذا تستنتج علما آنه يمكن اختيار ۲ صغيرا بالقدر الذي نريد ؟ 


طرائق و زمارين محلولة 


1. يظهر و أنه كلما اقترب × من 1 اقترب (  )×‏ من 2- (1+1) أي من العدد 2. 

>f )× (> 2,01 .2‏ 1,99 يعني 4,01 > (1+ ×) > 3,99. یمکن اختیار × بحیث 2,002 > 1+ × > 1,998 
أي 1,002> ×> 0,998 و منه [1,002 ; 0,998] € ×. 

>f )x×(>2+۲ 3‏ 2-۲ يعني 4+۲ > (1+ ×) > 4-7. یمکن اختیار × بحیث 

-1+4-r >× >-1+/4 +7 آي‎ /4-r >× +15 4+ 

.× e| -1+4-r ; -1+ 4+7 | ومنە‎ 

* يمكننا جعل ( ×) ر قريبا من 2 بالقدر الذي نريد بشرط أخذ × قريبا من 1 بالقدر الكافي و هذا يثبت أن نهاية 
الدالة أ عند1 هي 2. 

تمرين محلول2: لتكن ١‏ الدالة المعرفة على | +:1[| 2 


نريد دراسة سلوك ( ×) ١‏ لما يؤول × إلى1. 
1. مثل منحني الدالة / على شاشة حاسبة بيانية ثم ضع تخمينا بخصوص نهاية ‏ عند1. 
2. ۸ عدد حقیقي موجب تماما. 

۵ في أي مجال یجب اختیار × بحیث یکون 4<( ×) ۶ ؟ 

٠‏ آثبت صحة التخمين الموضوع في السؤال1. 


الحل: 

1. نخمن بأن نهاية الدالة ‏ عند1 هي + . 

I آي‎ >A ر يعني‎ )× (<4 .2 
A x -1 


9 : 9 : 
‘XxX E و اخيرا‎ TT اي‎ 


9 
حتی یکون 4 <( ×) ر نختار × في المجال ا 


علما نه يمكن أخذ 4 كبيرا بالقدر الذي نريد يمكننا جعل (  )×‏ كبيرا بالقدر الذي نريد بشرط أخذ × قريبا من 1 بالقدر 


الكافى و هذا يثبت أن نهاية الدالة f‏ عند1 هى ه+. 


ل تتمات على النهايات 
| 1. بعض نهايات الدوال المرجعية 


IM XxX =—o *# lm x =+00 * 


× 3-0 × +0 


٠ 2 ٠ 2 
lim xX =+ *# lim xX * 


0+ × مج × 


e 2 0 2% 


x 3+0 X‏ و 


| 2. العمليات على النهايات 
و ۽ دالتان. 4 يمثل عدد حقيقي أو 0م+ أو .-٠‏ نقبل دون برهان المبرهنات التالية: 


٠‏ نهاية جداء دالتين: 


ا سے کی ی کا کا جا ۵ 


HHHH 
@ 


نهاية حاصل قسمة دالتين: 


HEHRIRIGES 2 


ملاحظة: تسمى الحالات التي لا تسمح فيها النظريات السابقة من استنتاج النهاية بحالات "عدم التعيين e‏ 
3. نهاية دالة كثير حدود أو دالة ناطقة عند 0+ أو 0ه 


قوا عد اجرائية ه النهاية عند مم+ و عند -٠‏ لدالة كثير حدود هى نهاية حدها الأعلى درجة e‏ 


ه النهاية عند مم+ و عند 0ه- لدالة ناطقة هى نهاية حاصل قسمة الحدين الأعلى درجة عند 0م+ ( .)-٥٥‏ 


2x +3x% +1 
/ (2 ا‎ 


مثال: لتكن ١‏ الدالة الناطقة المعرفة على 1;1 


XxX -1 


لدينا حالة عدم التعيين بالنسبة لنهاية ‏ عند مم إلا أنه بتطبيق القاعدة 2 نتحصل على 


lim f (x)= 


× +0 X +0 x 


تمرين محلول1: أدرس في كل حالة من الحالات التالية نهاية الدالة £ المعرفة على ,2 عنده+ وعند هه-. 


D, = › )x×(=× +2 I 


D, =ll « f )x×(=3x% +× 2 


2 
و 21+ × 


ا 


الحل: 


n 0=) i (= (=m 11 
lim f (x )= lim (3x7) = +o و‎ lim ( )= lim (3x7) = +o .2 


× +0 


طرائق و زمارين محلولة 


lim f )× (= و ©=( ×) صتا‎ lim f (= (|> lim (x )= + .3 


Xx 9-00| ¥ 


تمرين محلول2: لتكن ١‏ الدالة المعرفة على [2;1-)- [] ب 


1. حدد حسب قیم e‏ 
2. أدرس النهايات من اليمين و من اليسار عند كل من 2- و1. 
3. أدرس نهايتي الدالة / عند 0+ وعند 0ه-. 


الحل: 


افر لے رع :چ جذران هما 2- و 1. و بتطبيق القاعدة المحددة لإشارة ثلاثي حدود من الدرجة 3 نجد: 


×x”+× -2<0 › × >-2 و بما أنه من أجل‎ lim (x +x -2) =0 «lim (2x +3(=-.2 
e )× (= فان‎ 

1m)” +× -2( =0 › 1i )2x +3(=-1‏ و بما أنه من أجل 1> ×>2- » 2>0- ×+ ”× 
فان 0+ =( E (x‏ 

ES DD oa OTT lim(x? +x 2) =0 lim(2x +3(=5 
فان =( ×) ا‎ 


E DD N <1 و بما آنه من أجل‎ lim(x? +x 2) =0 lim(2x +3(=5 


ل نهاية دالة مركبة-النهايات بالمقارنة 
1. نهاية دالة مركبة 


| مبرهنه : ۵» ظ و تمثل أعددا حقيقية أو مم+ أو .ں۰ ۷و ا دوال حیث ٥14‏ ۷= . 


limf (x )=c فان‎ limv (x )=c و إذا كانت‎ lim u (x )=b إذا كانت‎ 


X >to 


مثال: نعتبر الدالة ر المعرفة على المجال * 1] ب + )=( و نر حساب ( ×) #۶ lim‏ 


إنلاحظ أن / هي مركب الدالتين ا و « بهذا الترتيب حيث + =()» و (f =v ou) v (x )=sinx‏ 
فن X‏ 
ا imu (x)=,‏ ڍ 1=) lim ()=1 ilê limv (x‏ 


2 


مبرهنة1: »f‏ ۽ و ۸ دوال و 1 عدد حقيقي. إذا كانت 1=( ×) ۽ صتا و 1=( ×)۸ نا و إِذا کان من 


أجل × كبير بالقدر الكافي ( ×) ۸ک( ×) ۶ک( ×) ع فإن )x(=1‏ /صنا. 


مثال: نعتبر الدالة ۴ المعرفة على “1 ب ل -(ء) ٣ f‏ 


نعلم أنه من أجل کل × من []›» 1ک ٣×‏ زو>1- و منه فإن 


1 _sinx _1 
BREE ENESE LTT : من أجل کل × من | +;0[» => ي‎ 
X X X 
. SINX 1 1 ٤ 
lim =0 و بما أن 0= د | ص]] = - | صلا فان‎ 
× +0 X X +0 X XX +0 X 


مبرهنۀ2: ل ۾ دالتان و 1 عدد حقيقي. إذا كانت + =( ×) ۽ 11 و إذا كان من أجل × کبیر بالقدر 


. im f (x (= +0 فان‎ EEA لك‎ 


مبرهنۀ :3‏ ۾ دالتان و 1 عدد حقيقي. إذا كانت (=٥‏ ×) ع ”11 و إذا كان من أجل × کبیر بالقدر 


الكافي ( ×) ع ك( ×) ر فإن م=(×) lim‏ . 


ملاحظة: تمدد هذه المبرهنات إلى حالتى النهاية عند 0ه-وعند عدد حقيقى. 
مثال: نعتبر الدالة f‏ المعرفة على 0 ب ×صنو+ )x(=×‏ ا 


نعلم أنه من أجل کل × من []›» 1ک ٣×‏ زوك1- و منه فإن 


من أجل كل × من 141+ ×> ×1 + ×>1- × 


فا 0+ = (1- lim (x‏ فان +=( ×) lim f‏ ر 


× 0 


e 


تمرين محلول1: لتكن / الدالة المعرفة على ]+ :إل :صا ب 


أدرس نهايات الدالة ‏ عند أطراف مجموعة تعربفها. 


الحل: 
2x +1‏ 


نلاحظ أن ر هي مركب الدالتين » و « بهذا الترتيب حيث - (f =vou) v(x)=.x s «(x)=‏ 


. ہا فبن 2ہ =(٭) صا . نجد كذلك 2ہ=(۲) / ا‎ = 2» im (Z1) =2 e 


مج × 0+ × 


* بما أن 0= و 0=( ) 1imv‏ فإن 0=( ×) 


2 2 
٭ بما أن +=( ×) u‏ صنا و +=( ×) رصنا فإن م+=(×) f‏ صتا . 
ا ك + × 1و کے ی 


نمرین محلول2: نعتبر الدالة ١‏ المعرفة على" 


4 1 
1. بين آنه من أجل کل × من * | +51 (x)‏ > ا 


ستنتج نهايتي الدالة / عند 0م وعند مه-. 


الحل: 


1. نعلم أنه من أجل كل × من []» 1> ×05 >1- و منه فإِن من أجل كل × من * []› 


e a N 
X X 


تمرين محلول3: نعتبر الدالة ‏ المعرفة على 


2+6inx ˆ‏ ` 
: 1 1 
1. بین آنه من آجل کل × من [|ء [ >-> - 
2+sS1nx‏ 3 
2. استنتج نهايتي الدالة f‏ عند 0مم+ وعند 0ه . 
الحل: 
: 1 1 
1. من أجل کل × من لا» 1ك ×1 1؟>1- و منه4 3> ×ہ۸اs1+1>2‏ ای ]>-> 
2+S1nx‏ 3 
1 1 × ے X‏ 3 
7 کت ومن أجل ٭ من آ60 لدا ك د ك ونا فا 
2+sinx‏ 3 من[ 1 وک 2+sSinx‏ 3 ھج × 
lim f )×( =‏ 
X X 0 1 1‏ 
لدینا_ > ن0 A‏ و واا ا دو 
SEZ FSA‏ من | 3 EG “ “2gir‏ 


lim f )× (=+ 


× >0 


طراتق 9 رد 


کڪ ڪي 


١‏ 1. تعربف الاستمراربة 


f ( |‏ مستمرة عند ى ) يعني ((4) =( ×) /ه11) 
ملاحظة: القول أن الدالة ‏ مستمرة على مجال 1 يعني أن f‏ مستمرة عند كل عدد حقيقي من [. 


التفسير البيانى: تكون الدالة f‏ مستمرة على مجال ]1 عندما يمكن رسم منحنيها البياني على هذا المجال دون رفع 


الدالة ر الممثلة في الشكل المقابل غير مستمرة على المجال 
[2;3-] لأنه لا يمكن رسم منحنيها البياني دون رفع القلم. 
في حين نلاحظ أنها مستمرة على كل من المجالين [2:1-] و |1:3] . 


الدالة ١‏ المعرفة على المجال 1-2:2 ب: 
(=x‏ ء) ۶ إذا کان [2:0-[ e‏ × 
ا ۶f‏ إذا کان ]0;2| € x‏ 
و الممثلة في الشكل المقابل مستمرة على المجال ]2;2-| لأنه 
باستطاعتنا رسم تمثيلها البياني بدون رفع القلم. 
2. خواص( تقبل دون برهان ) 
نقبل بأن كل الدوال المقررة في هذا المستوى و المحصل عليها بالعمليات على دوال مألوفة أو بتركيبها مستمرة على كل 
مجال من مجموعة تعريفها. 


© الدالة 4+ ×3- ”×2 جا × مستمرة على 


.1;+ | الدالة - × مستمرة على كل من المجالات |---| 1-1:1 و‎ ٥ 
ر‎ Xx 
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تمرين محلول1: لتكن ١‏ الدالة المعرفة على[2;:3-] كما يلي: 


f )» (=× +2‏ إذا کان x >٤]-2;0[‏ 
إذا کان |0;3] ع × 

1. مثل بيانيا الدالة /. هل تقبل الدالة / نهاية عند 0 ؟ 

2. هل الدالة / مستمرة على[2:3-] ؟ أذكر مجالا تكون الدالة / مستمرة عليه. 

الحل: : 


1. أنظر الشكل المقابل. لدينا من جهة 2=(  )×‏ ”إا و لدينا من جهة ثانية 
0وک × 


طرائق و زهارين محلولة 


0=( ×) ر صا . إذن لا تقبل الدالة ر نهاية عند 0. 
0وک ر 
2. الدالة غير مستمرة عند0 و بالتالي فهي غير مستمرة على [2;3-]. ET‏ 
نلاحظ أنه غير ممكن رسم تمثيلها البياني دون رفع القلم. 
الدالة / مستمرة مثلا على المجال [0;3] . 


الدالتان ×كc0جإ‏ × و 1+ ×+ ”x×موا‏ مر تانر علی 
الدالة أ هي جداء دالتين مستمرتين على |] فهي إذن مستمرة على 
تمرين محلول3: نعتبر الدالة ‏ المعرفة على ]1;2-] ب: 1+( f )x(=x×E۴ )x×‏ 
حيث الدالة ( ×») ۶ جا × هي الدالة الجز الصحيح ( أنظر النشاط الأول ) 
1. عين عبارة ( ×) ۶ على كل من المجالات التالية: [1;0-] › ]0:1] و ]1:2]. 
2. أرسم في معلم ( ,J‏ 0:1) المنحني الممثل للدالة /. 
3. هل الدالة / مستمرة على المجال [1:1-]؟ على المجال [1;2-|؟ 
الحل 


/ )×x×(=x× +1 ومنه‎ ٤ )× (=-1 لدینا‎ × ٤]-1;0| من أجل‎ .1 
f (x)(=1 ومنه‎ E (x)=0 لدینا‎ × e [0;1| م اک‎ 

/ )× (=× +1 ومنه‎ ٤ )× (=1 لدینا‎ × e ]1:2| TE 

2ر الكل المفال. 

3. نعم الدالة / مستمرة على المجال [1;1-] لأنه بإمكاننا رسم جزء المنحني 
في هذا المجال دون رفع القلم. 

الدالة ر ليست مستمرة على المجال [1;2-|لأنها غير مستمرة عند 1 كما نلاحظ أنه لا يمكن رسم منحنيها 


البياني دون رفع القلم. 


ل مبرهنة القيم المتوسطة 
١‏ 1. مبرهنة القيم المتوسطة ( تقبل دون برهان ) 


| 


د ع 1 
mm. |‏ 
| 2. التفسير البيانى 

دالة معرفة و مستمرة على مجال |[ طا;»] و ليكن ( )٤‏ 
منحنيها البياني في معلم ( 0:1,7). 
من أجل کل عدد حقيقي ») محصور بین (4) f‏ و(() کے 
المستقيم (۸) ذو المعادلة ۸ = ر يقطع على الأقل مرة واحدة 
المنحني ( )٤‏ في نقطة فاصلتها ء محصورة بين ى و ط. 
( بالنسبة للشكل المقابل (۸) يقطع ( )٤‏ في ثلاث نقط فواصلها على 


الترتيب ,٥ء‏ ر٤‏ ور) ). 


حالة خاصة: إذا كانت / دالة مستمرة على مجال | ط:4] 
و کان 0> ((ط) 4(×۶) ؟ ( العدد 0 محصور بین f )a(‏ و(() /) 
فإنه يوجد على الأقل عدد حقيقي > محصور بين ۾ و ط۵ بحيث  )(=0‏ 
أي أن تنعدم على الأقل مرة واحدة على | طا;»] . 


0 
© 


f (x (=k المعادلة‎ .3 

إذا كانت / دالة معرفة و مستمرة على مجال | ط;»] فإنه من أجل كل عدد حقيقي ) محصور بين (4) / 
و (ط) f‏ المعادلة ۸=( ×) £ تقبل على الأقل حلا ء محصورا بين ى و (. 

ملاحظة: مبرهنة القيم المتوسطة تؤكد فقط وجود حل على الأقل للمعادلة ۸=(  )×‏ أما تعيين الحلول أو قيم 
مقربة لها فيتم بإتباع خوارزميات مختلفة. 

مثال: لتكن ١‏ الدالة المعرفة على 0 ب 1- ×+ f )x(=×‏ 
دالة كثير حدود فهي إذن مستمرة على [] و لدينا 1-=(0) و 1(=1) f‏ 
العدد 0 محصور بين (0) / و (1) f‏ ومنه» حسب مبرهنة القيم المتوسطة» 
المعادلة 0=( ×) f‏ تقبل على الأقل حلا محصورا بين 0 و 1. 


طريقة: لإثبات وجود حلول معادلة على مجال [ 2 4] باستعمال مبرهنة القيم المتوسطة نتبع الخطوات التالية: 
نكتب المعادلة على الشكل =( ×) . 


نتحقق من استمرارية الدالة # على المجال | ط;4]. 


نتحقق من أن العدد ) محصور بين (») f‏ و(() /. 


الحل: يمكن كتابة المعادلة 2-= ×2- ”× على الشكل 2=( ×) ر حيث ‏ هي الدالة المعرفة على [] ب: 
 )× (=× -2×‏ ( يمكن اختيار كتابة أخرى مماثة ) 
الدالة ۴ دالة كثير حدود و بالتالي فهي مستمرة على ا] و من تم على[2;1-]. 
لدينا 4-=(2-) f‏ و 1-=(1) ١‏ كما نلاحظ أن العدد2- محصور بين العددين4- و 1-. 
إذن حسب مبرهنة القيم المتوسطة المعادلة 2-= ×2-” × تقبل على الأقل حلا في المجال[2;1-]. 


ملاحظة: يمكن مراقبة النتيجة باستعمال حاسبة بيانية بحيث يتم 
تمثيل الدالة ‏ و المستقيم ذا المعادلة 2-= ر ثم ملاحظة تقاطعهما. 


2. يوحي الشكل بأن المعادلة 0=( ×) f‏ تقبل حلا محصورا بين 2- و1-. 
بما أن ر دالة كثير حدود فهي مستمرة على ل و بصفة خاصة على المجال [1-:2-]. 
لدينا من جهة ثانية 1-=(2-) f‏ و 1(=1-) £ و بما أن 0 محصور بين 1- و1 آي بين (2-) f‏ و(1-) / 
إذن حسب مبرهنة القيم المتوسطة»ء المعادلة 0=( ×) ۴ تقبل على الأقل حلا في المجال [1-;2-]. 


r 


طرائق و رعارير تلو 


نفرض أن الدالة ‏ مستمرة و رتيبة تماما على المجال | ط;»]. 
او ليكن ۸ عدد حقيقي محصور بين (4) f‏ و( () .f‏ ومنه حسب مبرهنة 
القيم المتوسطةء يوجد على الأقل عدد حقيقي » محصور بين ى و ط 
بحيث (c)=k‏ 
لنفرض أنه يوجد عدد حقيقي آخر '» مختلف عن »٤‏ محصور بين ۾ و ظط 
و یحقق ۸=(') f‏ 
يكون لدينا حينئذ "+ » و ('ء) #/=(ء) / و هذا يناقض الرتابة التامة للدالة ‏ على المجال |[ ط:4]. 
و بالتالي يوجد عدد حقيقي وحيد ٬‏ من | [a:b‏ بحيث )c(=۸‏ ۶ أي أن ع هو الحل الوحيد للمعادلة (x (=k‏ م 
2. ملاحظات 

ملاحظة1: إذا كانت الدالة ر مستمرة و رتيبة تماما ( متزايدة تماما أو متناقصة تماما ) على مجال | ا;4] فإن جدول 

تغيراتها يأخذ أحد الشكلين التالبين: 


من أجل كل عدد حقيقي ) محصور بين  )4(‏ و ((ط) » المعادلة ۸=( ×) ر تقبل حلا وحيدا ‏ × في المجال | ط:4]. 
ملاحظة2: تقبل المبرهنة السابقة عدة تمديدات في حالة دالة / مستمرة و رتيبة تماما على مجال [مفتوح أو مفتوح من 
إحدى الجهتين» محدود أو غير محدود. 
تذكير: الأسهم المائلة في جدول تغيرات دالة تترجم استمرارية و رتابة الدالة على المجال المعتبر. 


مثال: 


لتكن ١‏ الدالة المعرفة على | +;1-| ب )x(=‏ £ 
X‏ 
الدالة / مستمرة و متناقصة تماما على ]مه +;1-[ و لدينا 0+ =( ×) lim f‏ و lim f (x)(=0‏ . 


إذن من أجل كل عدد حقيقي »۸ من | +;0| ٠‏ المعادلة ۸=(  )×‏ تقبل حلا وحيدا ر × في المجال | +;1-| . 


تمرين محلول1: نعتبر الدالة f‏ المعرفة على][4;3-] ب: 1+ ×12- f )x×(=2×  +2×‏ 


1. أحسب ( ×)  '‏ ثم شكل جدول تغيرات الدالة ‏ . 
2. أرسم التمثيل البياني للدالة / على شاشة حاسبة بيانية باختيار نافذة مناسبة. 
3. بين أن المعادلة 8 =( ×) تقبل حلا وحیدا في المجال[2;1-|. 
4. باستعمال حاسبة بيانية أوجد حصرا لهذا الحل سعته 7 10. 
الحل: 
1. من أجل کل × من [4:3-|› (1- ')x (=6) +2()x‏ £ 


أنظر الشكل المقابل. 


2. لدينا 2(=21-) ٠ f‏ 6-=(1) # و 6>8>21-. / دالة كثير حدود فهي مستمرة 


على 1او بصفة خاصة على المجال [2;1-] .إذن حسب مبرهنة القيم المتوسطة المعادلة 8=( ») ر تقبل على الأقل حلا 


> في المجال[2;1-] .و بما أن ر متناقصة تماما على[2:1-] فإن - وحيد. 


3. لتعيين حصرا للحل ء يمكنناء بعد تمثيل المستقيم ذي المعادلة 8= ر٠‏ إظهار قيم مقرية لإحداثيي نقطة التقاطع 


و هكذا نقرأً 0,5370446- ى ء و منه نستنتج الحصر التالي: 0,53-> ء> 0,54-. 


تمرين محلول2: نعتبر الدالة ‏ المعرفة على المجال 1 ب 5+ ×2- ”× 
1. برهن أن المعادلة 0 =( ×) f‏ تقبل حلا وحیدا ¿ . 


2. مثل على شاشة حاسبة بيانية المنحني الممثل للدالة f‏ ثم عين حصرا للعدد بى سعته ' 10. 


3. عين حسب قيم × إشارة الدالة /. 
الحل: 


1. الدالة ١ر‏ قابلة للاشتقاق على 1 و لدينا (2+ ”×3)-=(  ')×‏ و بالتالي لدينا من أجل كل عدد 


حقيقي ×0 > ( ×)' .إذن الدالة ‏ متناقصة تماما على 
لدینا كذلك +=( ×) lim f‏ و 1i )x(=-‏ . کما أن الذالة ۶ سر غلل 
: تنتج مما سبق أن المعادلة 0 =( ×) f‏ تقبل حلا وحيدا ¿ . 
2. نثبت بإتباع مثلا تفس الطريقة السابقة أو باستعمال 
مجدول أو باستعمال جدول قيم مع اختيار الخطوة 0,1 
أن 1,4> » > 1,3. 
3. من أجل |ے ;|> )x×(<0×‏ ګ 
و من أجل | +;ے]| > f )x(>0×‏ . 


لأنها كثير حدود. 


طرائق و ر رد 


محلولة 


إزالة حالة عدم التعيين 


1. بالاختزال 

2 3 
نعتبر الدالة ر المعرفة على (2;1-)- 1[ ب f E‏ 

E 


۰ أحسب (2+ ×+ ”2+ +( lim‏ ۲ (2- ×+ ”×) ”1ا . هل يمكن استنتاج نهاية الدالة f‏ عند 2- ؟ 


E EIS FG EG ED) قم بتحلیل کل من‎ ٠ 


2 
ه بين أنه من أجل كل × من }1-2;1- 8 =( (x‏ 2 


XxX —-1 


/ © استتتج نهاية الدالة f‏ عند 2 . 
3 
1- 
اک تي أدرس النهاية عند 1 للدالة ع المعرفة على (1) - a‏ 
2. باستعمال التحليل 


نعتبر الدالة ‏ المعرفة على | + ;1| ب 2- ×+ 1+ f )x(=2x‏ 
هل يمكن تعيين نهاية الدالة ر عند + مباشرة ؟ لماذا ؟ 


بين آنه من أجل کل × من | +;1|› | 2+2[ =( f‏ 


٠‏ استنتج نهاية الدالة f‏ عندص!+. 
تطبيق: أآدرس النهاية عند مم+ للدالة ع المعرفة على | + ;0| ك Dy‏ ×=( %)£. 
3. باستعمال المرافق 
نعتبر الدالة ر المعرفة على ]ەە +;2] ب ×2- × لہ-1+ ×لہ=(x)‏ ۶ 
٠‏ تحقق أن لدينا حالة عدم التعيين لما يؤول × إلى 0م+. 


ا 


° بين آنه من أجل کل × من | +;2|» ۸=( × 
2 1 
اغ ]| 
xX xX‏ 


. استتتج نهاية الدالة / عند‎ ٠ 
.ع)x(=×x للدالة ع المعرفة على | +;0] ب ×+ ×لہ+2+‎ -٠١ تطبيق: آدرس النهاية عند‎ 
باستعمال العدد المشتق‎ .4 


نعتبر الدالة ١‏ المعرفة على ”* [] ب e‏ 
X‏ 


٠‏ هل يمكن تعيين نهاية الدالة f‏ عند 0 مباشرة ؟ لماذا ؟ 
٠‏ باستعمال تعريف العدد المشتق عند 0 للدالة ×>كمء جإ × عين نهاية الدالة f‏ عند0. 


e 2 


تطبيق: أدرس النهاية عند 0 للدالة ع المعرفة على | +;0[ ل ]1;0-] ب 


: 
" 5 1 


ايجاد حصر لحل معادلة بالتنصيف 


المبدأً: بصفة عامة إذا كانت / دالة مستمرة و رتيبة تماما على مجال [ ط:4] بحيث 0 > (ط) f )4(×f‏ 


فإن» حسب مبرهنة القيم المتوسطة»ء المعادلة 0=( ×) ١‏ تقبل حلا وحيدا ى في المجال | طا;»]. 


نعلم أن 


da m b المجال | ط:4].‎ E 0P 
ڪڪ ڪڪ‎ 


1. ماذا یمکن القول عن ب إذا کان 0>( ۸) f )a(×>f‏ ؟ 
2. ماذا یمکن القول عن بے إذا کان 0<( ۸) f )a(×>f‏ ؟ 


نواصل بنفس الطريقة من خلال تعويض ى أو ط ب ”” و ذلك إلى غاية الحصول على الحصر المرغوب فيه. 


تعیین حصر ل : 
مثال: نعتبر الدالة f‏ المعرفة على ب 3- )x×(=×  -3×‏ ] 
1. برهن أن المعادلة 0= (  )×‏ تقبل حلا وحيدا به في المجال|[2;3]. 
2. بحساب (7) f‏ › حیث 1 هو مركز [2;3]› عین حصرا ل » سعته 0,5 . 
3. بتعويض 2 و3 بحدي الحصر السابق و بإتباع نفس المنهجية أوجد حصرا ل . ما هي سعته ؟ 
4. ما هي سعة الحصر المحصل عليه بعد ۸ مرحلة علما أنه في كل مرحلة يتم قسمة السعة على2 ؟ 


استعمال محدول: برامج لحاسبة ببانية: 

1. لمتابعة العملية السابقة أنجز ورق الحساب أسفله ‏ - T182-83 7189-92 Casio Gra‏ 
ااج الخطوات الاية 2 ` 
ه نحجز في الخلية02: )82+٤٥2(/2‏ = ا Ss‏ 
ه نحجز في الخلية 2 £: 82^3-3*82-3 ثم کک م کک 
ننقلها نحو کل من الخلیتین ۴2 و 62. ee y1) *y1(b) = 0 Then EME‏ 
ه في الخليتين 83 و C3‏ نحجز على الترتيب: Ê‏ ایب e‏ 
 =S1(E2*G2<0;B 2:02)‏ و ik e‏ 
Ea TE STE 202 <0; D203)‏ ا e‏ 0 


B 


الأسفل فى كل عمود من أعمدة ورقة الحساب. 


^ | EF | C&C | O | FE | FE 


ق 1 | 1 1 | 213 
5| 5125 | 4 | 225 | 25 | 2 _ 
ا ا ا ا ي 
0007813 220095 


2 101563 2 141 2 10351 IE O017134 لا-‎ 00296 0003006 


Disp A, B 


Eî 
Eî 
3 


ال ا : حسب بکا ا 
لتمرین لور (x )+2x* | e‏ تؤول إلى 0 عندما × يؤول 


)5 ; 0) معلم متعامد للمستوي » وحدة الرسم هي 17. 


SS. E TE 
1)× (< 0 ›× ب - بین آئه من آجل کل عدد حقیقی‎ 
( ) e . نسمي € تمثيلها البياني‎ u(x )=Nx ˆ +1—x 
.|» )× (+ 2× | استتتج إشارة‎ e 
. کان آنه من آل گل عد قق ر ٤نا : ج - فشر هذه النتائج بيانيا‎ 
٤ حعيعي‎ 
© نقبل أن الدالة » متناقصة تماما على ا . أرسم‎ e OT 1 


. ومستقيمه المقارب المائل‎ E 


lim Jx 7” +1 =+ إذن‎ im NX =+ و‎ lim x 2 +1 = أ - لدينا 0م+‎ .1 
× <-0 × +0 × 0م‎ 


: lim u (x )= lim vx7” +1—x =+ ومنەه‎ 
× 0چ × 0چ‎ 


tS 


چ / =( x)ں‏ : 


Nx +1+x E FER 


. lim u(x (= lim ey, فان‎ lim Vx +1 +x + بما أن‎ 


Xx +0 ET 
ومنه‎ u(x )+2x =x +1 e د لکل عدد حقيقي‎ 
1 

Nx +1-x 


. lim [u )+2x |= 0 


u )× (+ 2× =‏ حسب آ۔لدینا مم+ = ×+-1+ لہ صا إِذن 
مهج × 


1 ۳ 

پ = من أجل کل عدد حقیقی × › - = ×- 1+ × .=( 1u)x‏ 
Nx +1+x‏ ۳ 
وبالتالي إذا کان 0 > × فإن 0<( ×) u‏ »و إذا كان 0 < × فإن 0<( )4 
إذن من أجل كل عدد حقيقي u(x )>0 e‏ 


وحسب 1. أ من أجل كل حقيقي “xX‏ 


u(x )‏ 
ج - المستقيم 2 ذي المعادلة ×2- = ,ر هو مقارب مائل للمنحني © »و © يقع 
فوق المستقيم .D‏ 


u )× (+2× <0 بإذن‎ )» (+2× = 


نلاحظ أن هناك نهاية لدالة مركبة. 
استعمال المرافق لإزالة حلة عدم التعيين 


إذن يكون حامل محور الفواصل مقاريا 
أفقيا للمنحنى © . 


u )x (+2× <0‏ معناه 2-<( ×) 1 
وبالتالي يقح € فوق 1 . 


لاحظ أن 0(=1) »ا 


لیکن ط عددا حقيقيا موجبا تماما . 


: . 1 
1. عبر بدلالة ۸ عن عدد ,۸ حیث ۰ من آجل کل عدد حقیقی × موجب تماما وآکبر من ,۸ یکون > =. 
ك 


2. عبر بدلالة ط۵ عن عدد ,۸ حیث »› من أجل کل عدد حقیقی × موجب تماما وأکبر من ,۸ یکون ا 2 
AF‏ 


3. لتكن ر دالة معرّفة على |ه+;0| حيث » من أجل كل عدد حقيقي × من هذا المجال يكون : 


-1 1 

ل 

TE £) ) X 

أ - عيّن عددا 4 » بدلالة ط » حيث من أجل كل عدد حقيقي × موجب تماما وأكبر من أو يساوي 4۸ يكون 
f (x )e |b ;bÎ‏ . 

ب - ما هي الخاصية على الدالة £ التي برهنت في السؤال السابق ؟ 

ج - اقترح تبزيرا آخر لهذه الخاصية باستعمال مبرهنة درست يطلب كتابتها كلياً وندقة . 


1„ 
ی ي 


2. يمكن استعمال النتيجة السابقة حتى يكون الشرط ا كافيا لضمان الشرط 
X +‏ 
xX tIS>A‏ 


-1 


أ . E‏ 1 
3. أ- لكي يكون |ط: 0[ > ( ×) f‏ يكفي أن يكون ET E‏ 
ب ۔ تذگر مفهوم النهاية . 


1 


ج۔ لڪ( > ر استعمل المبرهنة حول النهاية والحصر . 
X‏ 


XxX +1 


نعتبر الدالة ‏ المعرفة على ]هه +;1-[ ب: 
f (x)= 3x×-2‏ 


EE 
f )*( حیث إذا کان ۸ < × فان‎ A۸ اُوجد عدداً حقیقیا‎ (1 
.[2.9:3,1] ينتمي إلى المجال‎ 
بين أن المستقيم ۸ الذي معادلته 3= ر مقارب‎ )2 
.  ةلادل الممثل‎ ٥, للمنحني‎ 
. ۸ بالنسبة إلى المستقيم‎ ٨, ادرس وضعية المنحني‎ 3 
ب:‎ |[-٠0;1] نعتبر الدالة  المعرفة على‎ 


x+1 

e 
f )*( أوجد عدداً حقیقیا ۸ حیث إذا کان ۸ > × فإن‎ (1 
. |0,9;1,1] ينتمي إلى المجال‎ 
بين أن المستقيم ۸ الذي معادلته 1= ر مقارب للمنحني‎ )2 
. الممثل لدالة ر‎ ٥, 
. ۸ بالنسبة إلى المستقيم‎ ١, ادرس وضعية المنحني‎ 3 


اثبت باستعمال التعريف أن i‏ 


x3+0 X | 


7 نعتبر الدالة ر المعرفة على 0 ب:3-×x(=2×)‏ ر 
ثبت باستعمال التعريف أن f )×(= +٥0‏ آ1ا 
لتكن الدالة ر المعرفة 
علی [٥;1]‏ ب × - 1 = (×) f‏ 
ثبت باستعمال التعریف أن ص+=(×) ‏ 1۳| 


لتكن الدالة ر المعرفة على ]هه +:1[ب: 


1 
x)= +‏ 
xX —1‏ ) / 
و ليكن ,€ تمثيلها البياني في معلم. 
1) بين أن المستقيم ۸ الذي معادلته × = ر مقارب 


للمنحني €٤,‏ عند + . 


1-نهاية منتهية أو غیر متهي عدوم اوو 7 كن ادال المعرفة علي 


3 » عدد حقيقي حيث 1> » >0 


1+ =( 
وليكن ,€ فقا البياني في عم 
1) بين أن المستقيم ۸ الذي معادلته 1- ×2 = ر مقارب 
للمنحني ۽ عند 0 و عند 0+ . 
2) ادرس وضعية المنحني ,€ بالنسبة إلى المستقيم ۸. 
٠ه‏ في التمارين من 8 إلى 11 اذكر إن كان منحني الدالة 
يقبل المستقیم ۸ کمستقيم مقارب عند ہہ 


yl و‎ ( 8 


2 
رھ‎ = › f )x(=- 


ا 
X‏ 


A:y=2x+1 < f (= 2+1+2 ( 9 
8 


1 X 
N ET ا‎ u 
2 
A:y=xX+3 < f (x)=x+3 أ(‎ 
e O 
XxX 


لتكن الدالة ر المعرفة على 1] ب: 3++2=(+) ر 
نريد دراسة سلوك (×) گرلما × يؤول إلى .2 

1) ضع تخمينا لسوك  )×(‏ لما × يؤول إلى .2 

2 في أي مجال يجب اختيار × بحيث ينتمي (×) ر إلى 
[|6,99;7,01| ؟ 


ه في أي مجال يجب اختيار × بحيث ينتمي (×) ر إلى 
al‏ +a:;1-7|؟‏ 


علما أننا نختار ب صغير بالقدر الذي نريد › ماذا 


0 00 0 


تستنتج؟ 
[6 - خمن النهاية عند 4 للدالة ر المعرفة ب: 


ر 


- أوجد مجالا [ مرکزہ 4 بحیث إذا کان [ ٤‏ × فان 
f (x) e | 2,95;3,05 |‏ 
كس النهانة عد 2 الةم ال 
3x +4‏ 
)2=( 
کان xe |2-a;2+a|‏ فإن 10< (×) ر 
لتكن الدالة ۴ المعرفة على ]هه +;2[ب: 
1 
rm‏ 
1) الشكل التالي هو التمثيل البياني ( )٥,‏ للدالة # على 


اة 


f )x(=‏ > ثم اوجد عدداً حقيقيا ۾ بحيث إذا 


ه ماذا تخمن بالنسبة سلوك الدالة f‏ عندما يؤول × إلى 2؟ 


2( ۸ عدد حقیقی موجب تماما 


في أ مجال یجب اختیار × بحیث یکون ۸-> (×) ۶ ؟ 


ء۶ 


ا یک ا د ا ا 2 
بالنسبة للمنحني ( ,٥)؟‏ 


[[] 1) ادرس النهاية عند ٠ه-ءعند‏ 0+ وعند 1 للدالة ر 


المعرفة لِه f (x)‏ 
2) حذد معادلات المستقيمات المقارية لمنحني الدالة ر 
و ادرس وضعيته بالنسبة إلى المستقيم المقارب الأفقي. 


ر هي الدالة العددية المعرفة ب: ))۶ 


2 
1 


حدود مجموعة التعريف. 
2) حذد معادلات المستقيمات المقارية لمنحنىي الدالة ر 


و ادرس وضعيته بالنسبة إلى المستقيم المقارب الأفقي. 
E TTT‏ 
کے انون 1ے 38ر فی کل سال من الاد 
TT O‏ 

النهاية على يمين و على يسار ي 

آ) 1+×- 2= (×) ر عند عند +o‏ 

ب) 4+×2+ f (x) =-3x‏ عند -٥0‏ »عند 0م 


ج( 1+ ×+ ×+ = )x(‏ / عند »-٥0‏ عند 0م 


u (‏ عند ۵0- »عند Oمڊ+»‏ عند [- 
X‏ 


1+ 
2 
ب) ا عند -٥١‏ »عند 0م+» عند 2 
2 
ج( )۶ عند ۵0 »عند مب عند 3 
× 


E (i‏ عند 0= »عند 0م 
x+1‏ 
)2+( 


2 »عند ھڊ» عند‎ -٥0 عند‎ f )x(= 


ج( f )x×(=‏ عنا 00 :عنا مڊ» عند 0 


بر 3 

2×x-1+— )|‏ = ثد 00 » عذ »عن 0 

f )×(=2× +¬ (‏ عند عند + »عن 
1 


)x( =3‏ ] علا 00- » عند 06 علا | 
(x+1)‏ 


2 1 
ی 2 و : — ¢ 
SS TEL‏ 
عند | = ٤‏ عند 
ا + × =(×) f‏ عند ص »عند 00+ »عند2- 
)x+2(‏ 


في التمارين من 23 إلى 28 » في كل حالة من الحالات 


وباستعمال العمليات على النهايات ادرس نهاية الدالة ر إذا 


كانت غير معرفة عند ۾ ادرس إن كان ضروريا النهاية 
على یمین و على يسار . 
rel (‏ 2 عند 0م+ 

ب) 2+ = )( f‏ عند 0م+ » عند1 


= ))۶ عند 4 
ب) (×=-2)(×-1)=(*) f‏ عند -٥‏ » عند0 


f (x)= - c08 (‏ عند0 » عند 0م+ 
Xx‏ 


ب) ٭+(*2) f )*( =i‏ عند ج » عند 0+ 


+ غد‎ f )x(=× +× -×-1 (i Û 
EZ2 


ب) ES‏ عند 0م 
7 أ) <1-2- ×  )×(=‏ عند ما 


9 أ( 1- 1+ =() f‏ عند + 

ب) ×-1+×- × f )x(=‏ عند 00 
المنحني ٥,‏ هو التمثيل البياني الممثل لدالة / 
في كل حالة من الحالات الثلاث عين 0 مجموعة تعريف 
لدالة ر ثم خمّن النهايات في أطراف المجموعة 2 . 


الحالة (3) 


الحالة (4) 


الحم التانات الا 


im 3¬- 6x 2 < im 13+4 (1 
وک و =1 ا‎ 


lim N 2x” +x—-3 (4 lim Nx +x+1 (G3 
مي الدالة المعرفة على ] 2;2-[ب:‎ 
3 


/)×(= 

(x) 

IEE On 
احسب النهايات التالية:‎ 


ع ت 
lim cos ٤‏ « 
X × +0 X 3‏ 


SIn X e. 14 1 
imeos( 73 | im sin (2x |+ 
×40 X ×1 7 (x+1( 

برهن أنه من أجل كل عدد حقيقي 1- x>‏ : 


-1 COS X 1 
< < 


x+1 x+1 x+1 
COSX . 


هل تقبل الدالة 
X+1‏ 


جإ×: / نهاية عند مم ؟ 


34 دالة بحيث من اجل كل عدد حقيقي 1< × › 
3X + COSX‏ 


3X +7 
E ا‎ 
X E XxX—1 


هل تقبل ر نهاية عند 0م ؟ 
5 ۶ دالة بحیث من اجل کل عدد حقيقي 0 <× : 
1 
>| 3-(×) | 


x +1‏ 
هل تقبل الدالة / نهاية عند مم ؟ 
۶ دالة بحيث من اجل كل عدد حقيقي 0>× : 
f )x(>-2‏ 
هل تقبل الدالة / نهاية عند مم ؟ 
7 ۶ دالة بحيث من اجل كل عدد حقيقي 0< × : 


f (2)2 5 + 


هل تقبل الدالة ر نهاية عند مم+ ؟ 


1) بين أنه من أجل كل عدد حقيقي × يكون: 
1<3+2COSXS5‏ 


2) هل تقبل ا 21 _ 
2COSX‏ +3 


1) بين أنه من أجل كل عدد حقيقي × يکون: 
x” -3Sİn xX > X7” -3‏ 
2) هل تقبل الدالة >۸3١1ء-‏ ”× جا×: ر نهاية عنده+ ؟ 
هل تقبل الدالة × مذو ×2 + × جا×: ر نهاية عند 
0+ ؟ و عند 0ه؟ 


دالة معرفة على |+| با 


e 


HONE TT E 


2x+1 


1 1 
1) بن آنه من أجل کل عدد حقيقي n‏ : 


ا ا 
. 
2x +1 E I+‏ 


2) هل تقبل الدالة ر نهاية عند صمب ؟ 


a TT 
نعتبر الدالة ر المعرفة على ]2;4-] كما يلي:‎ 


ST . xe [-2;1|‏ 
f (x)=x-1 : x e [1;4]‏ 
1) مثل بيانيا الدالة f‏ في معلم.هل تقبل الدالة ر نهاية 


E 
مستمرة على المجال [2;4-]؟ لماذا؟‎ f هل الدالة‎ )2 
اذكر مجالا تكون الدالة / مستمرة عليه.‎ 3 
إا لتكن الدالة ر المعرفة على 0 كما يلي:‎ 


f (x)= x -2x+1 : 
f )x(=× +×-5 : 


2 
22 
1) ادرس استمرارىة الدالة عند 2 . 
2) هل الدالة ر مستمرة على |( ؟ لماذا؟ 
[ ادرس استمرارية الدالة ‏ المعرفة على [] ب: 


ا ا( 
1 
f (x)= +1 SS‏ 
دالة عددية معرفة كما يلي: 
اڪ 


/ )1(=3 إذا کان 1× و‎ £ )×(= e 


1) ادرس استمرارية f‏ عند 1 . 
2) هل الدالة ر مستمرة على 0[ ؟ 


لتكن الدالتان ,و ع المعرفتان على 0 و 1)- 1 
على الترتيب كما يلي: 
2 
f (x)=2x -x +1‏ و SES‏ 


اکر 
ادرس استمرارية | و £ . 
غ 
f (x)= (x? -x)sin x‏ 
E a‏ 
نعتبر الدالة ر المعرفة على [] ب: 
f) =‏ 


1+ x 


ادرس استمرارية ؛ . 

6 نعتبر الدالة ر المعرفة على ]2;1-] كما يلي: 
f (x)=x(x+ E(*))‏ 

حيث (×)£ جا× هي دالة الجزء الصحيح 

1) عين عبارة (×) ر على كل من المجالات التالية: 

[O:1 < [-1;0| < [-2;-1| 

ا قم (o: j)‏ المنحني الممثل للدالة # . 

3 هل الدالة ر مستمرة 

على [1-;2-]› |2;0-]» ]2;1-]؟ 


برهن باستعمال مبرهنة القيم المتوسطة أن المعادلة 
2- = ×4- ”× تقبل على الأقل حلا في المجال [2-;3-] 


[لج نعتبر الدالة ر المعرفة على [0;2] كما يلي: 
1ك0<x‏ :; Pr‏ 
f (x)=-2x+3 ; 15 <2‏ 
1) هل يمكن تطبيق مبرهنة القيم المتوسطة لإثبات أن 
المعادلة 0=(×) ر تقبل حلولا في المجال [0;2] ؟ 
2)تحقق أن المعادلة 0= (×) ١‏ تقبل حلا واحدا في 
|0;2]. 


ر هي الدالة المعرفة على 1] كما يلي: 
3_2 
f (x)(=3% 2%‏ 

1 حب (1) £ . (0) .۶)2 (1-)/ 


2) استنتج أن المعادلة  )×(=0‏ تقبل على الأقل ثلاثة 


حلول في المجال [1;1-] 
ر هي الدالة المعرفة على [3;6-] ب : 

f )x(= × -12x 
ادرس تغيرات الدالة  و شكل جدول تغيراتها‎ )1 
. # )×(=30 ما هو عدد حلول المعادلة‎ )2 
بين أن كل دالة كثير حدود درجته فردية تقبل على‎ 
الأقل جذرا حقيقيا.‎ 
بين أن المعادلات التالية تقبل على الأقل حلا في‎ 
المجال ] في كل حالة من الحالات التالية:‎ 
1 =[-1:0| 
› × +3 -6×  -1=0 (2 


« 2x +1=0 (1 
1 =[]1:2[ 


1= 1 ¢ x +4x-3 =0 (3 


4) 3= 3+ = › ا 


1I =[0;z7| « sin x +2 = (5 


لتكن ر دالة مستمرة على المجال | ه+;3-| 


و جدول تغيراتها هو الآتي: 


فن أن المتحتي (,€) الممثل للدالة ر يقطع خامل محور 
E E‏ 
لفاصاتيهما. 

إليك جدول تغيرات الدالة ؟ المعرفة على 0 ب: 


5 
لماذا المعادلة 0 = 2 +(×) ١‏ تقبل ثلاثة حلول فقط في ]؟ 


a 
نعتبر الدالة ٣ر المعرفة على[1;2-] ب:‎ 
f )x(= 2× 3x -1 
. احسب (×)' ر ثم شکل جدول تغیرات الدالة ر‎ )1 
ارسم التمثيل البياني للدالة ر على شاشة حاسبة بيانية‎ 2 
باستعمال نافذة مناسبة.‎ 
بين أن المعادلة0 = (×) ر تقبل حلا وحيدا‎ 3 
.]-1:2[ في‎ 
باستعمال حاسبة بيانية أوجد حصرا لهذا الحل سعته‎ )4 


.107 


قر الال ر اة کے د 
f )x(=-2× +3 -×+5‏ 


1) ادرس تغیرات الدالة f‏ و شکل جدول تغیراتها 
2( سنا المعادلة0=(×) / تقبل حلا وحيدا »في 


3 باستعمال حاسبة بيانية أوجد قيمة مقرية إلى ” 10 لهذا 
الحل. 


7 نعتبر الدالة ۴ المعرفة على [1:2] ب: 
f )x(= × - × +1‏ 
1) ادرس تغیرات الدالة و شکل جدول تغیراتها. 
2) بين أن المعادلة 3= (×) ر تقبل حلا وحيدا 
مهفي ]1:2[ . 3) باستعمال حاسبة بيانية أوجد قيمة مقرية 
إلى 107 ده 
بين أن المعادلة 0= 3- 2-5 تقبل حلا وحيدا 
في المجال ا 
بين أن المعادلة 20 تقبل حلا وحيدا 
في المجال | 
ي 2 
لتكن الدالة ر المعرفة على [0;7] ب: 
f (x)=cos’ x-3cosx+2‏ 
بين آنه يوجد عدد حقيقي 
وحید من [0:7]بحیث 2ہ =() / 


64 ر هي الدالة المعرفة على |] ب : 
f )x(=- +3 1‏ 


1) ادرس نهايات الدالة ر عند ه- و عندصه! . 
2 أ) أحسب ' ر مشتقة الدالة ‏ ثم ادرس إشارتها. 
ب) مثل جدول تغيرات الدالة ر . 
3 بيّن أن المعادلة 0=(×) ر تقبل حلا واحدا على كل 
مجال من المجالات التالية: [1;0-] › [0:1] › [2;:3] 
دالة معرفة على | ;0| f (x) =2+ sini‏ 
ه بين آنه يوجد عدد حقيقي وحید » من [0;7] بحیث 
f(a)=a‏ 
1 لتكن الدالة ٣ر‏ المعرفة على ]ها +;0] ب: 
f (= (x2)‏ 


1) بين أن الدالة ر متناقصة تماما على المجال[0;2]= 2 


ق لتكن الدالة ر حيث: 


2) لتكن الدالة ع المعرفة على 2 ب: f )x(-×‏ =(×) ع 
ه بين أن الدالة ع متناقصة تماما على ( . 

٠‏ احسب (0) ۽ و (2) ع ثم استنتج أن المعادلة 
 )×(= ×‏ تقبل حلا وحيدا في المجال 2 . 


ه بين أن المنحنيين ( )٥,‏ و( ,)الممثلين للدالتين / 
رھ یار ع E‏ 
7 


E 
8 4 
تمارين للتعمق‎ 

١‏ هي الدالة المعرفة على | +;3[ب: 

xX +1 

X= 

e 
f (x) حیث إذا کان ۸ < × فان‎ A۸ اُوجد عدداً حقیقیا‎ (1 
. | 0,99;:1,01] ينتمي إلى المجال‎ 
بين أن المستقيم ۸ الذي معادلته 1= ر مقارب للمنحني‎ )2 
.۸ الممثل لدالة  ءثم ادرس وضعية م بالنسبة إلى‎ ٥, 
ر هي الدالة المعرفة على [] ب:‎ 69 

f )x(= ×“ +2 +1 


نعتبر الدالتين 1+ × جاx×:؟f‏ و -جاx×:ع‏ 1 


نعلم أن += (×) / صا .أوجد عدداً حقیقیا 0 < ۸ 
حیث إذا کان ۸ < × فان 10< f (x)‏ 
ر هي الدالة المعرفة 1 - اا عل د 


1)9 


1) ادرس نهاية الدالة ر عند .1 
2) أوجد مجالا 1 مرکزه 1 حیث من أجل کل × من [ › 
(x)<>10°‏ ګ/ 


f (x)=ax+b+ > 


و )٤(‏ تمثيلها البياني. 
عين الأعداد الحقيقية ه » ط » > و ك بحيث : )٤(‏ يقبل 


مستقیما مقاریا معادلته 1= × و مستقیما مقاریا مائلا 
معادلته 

3 ×2 = ر عند ٠‏ و عندمم+ ويشمل النقطة 
A(0:4)‏ 

نعتبر الدالة f‏ المعرفة على (1-- اب : 


٠ x +37 +6 +3 


XxX) =‏ 
)1+( ) (/ 
1) عين ۾ » ط » ‌ و ك بحيث من أجل كل عدد حقيقي × 
يکون کک f (x)=ax+b+‏ 
(x+1)‏ 


2) استنتج أن المنحني )٤(‏ الممثل للدالة # يقبل مستقيما 

مقاريا مائلا ۸ عند م و عند + يطلب تعيين معادلة له 

3 حذد وضعية المنحني )٣(‏ بالنسبة إلى ۸. 

[ نعتبر الدالة ر المعرفة على ب : 
5+ 4+ لہ =( f‏ 

lim [/ (*)-(++2)| م‎ im f (+) احسب‎ (1 

) استنتج وجود مستقيم مقارب مائل ۸ للمنحني )٥(‏ 

الممتل للدالة f‏ عند م . 

lim f(x) أ) احسب‎ 3 


ب) بین أنه يوجد عددان حقیقیان ےه و 8 بحیث 


lim | f (x)-ax |= 8 5 lim ا‎ 


X-3-0 X-><-0 X 


ج) استنتج أن المنحني )٤١(‏ يقبل مستقيما مقاريا '۸ عند 


م يطلب تعيين معادلة له. 

7 ۶ و چ دالتان معرفتان على [] و * 

f (x)=. +x+1 2 
و 4+ =(۸)ع‎ 


1) احسب  )×(‏ نا و (×) ع ہنا 


على الترتيب 


Xoo 


3( حدد بدون حساب | lim |8) -)x+2(‏ . 


ماذا تستنتج ؟ 
ر هي الدالة المعرفة على | +;0] ب : 
f (= x+1+ 2 +4‏ 
و (©) تمثيلها البياني في المستوي المنسوب إلى معلم . 
1) بين أن المستقيم ۸ الذي معادلته 3+ ×2 = ر مقارب 
لمتحي () عند 0+ 
2) ادرس الوضعية النسبية د )٤(‏ و ۸. 
ر هي الدالة المعرفة على [] كما يلي: 
f()=-3 + 7-1‏ 


و )٤(‏ تمثيلها البياني في المستوي المنسوب إلى معلم . 
TP‏ 
( 


2) احسب نهایات الدالة ر عند ه- و عنده+. 


۸ و ' ۸ يطلب تعیین معادلتيهما. 
5) حدد وضعية (١)بالنسبة‏ إلى كل من ۸ و '۸. 
المنحنيات المتقارية 
ر هي الدالة المعرفة على ]هه +;2-[ كما يلي: 
ا 2 ر 
e‏ 
و )٥(‏ تمثيلها البياني في المستوي المنسوب إلى معلم . 
1) احسب نهاية الدالة ر عندمم+. 


ب) اشرح لماذا المنحني )٤(‏ و المنحني (۶) الذي معادلته 

= ر " یتقاریان شیئا فشيئًا " عندما يؤول × إلى 0+ . 

نقول في هذه الحالة أن المنحنيين )€٤(‏ و (۶) متقاريان 

عند ۵0+ . 

ج) ارسم )٥(‏ ثم (۶). 

هي الدالة المعرفة على ]هه +1[ كما يلي: 
کک 3= (٭) ۶ 

و )٤(‏ تمثيلها البياني في المستوي المنسوب إلى معلم . 

ا ى ا ا چ )ا ا 

حدد الوضعية النسبية د(٤)‏ و (۲) . 

2) هل )٤(‏ و (۶) متقاریان عند 0ه-. 

ر هي الدالة المعرفة على *1] كما يلي: 


0 


Xt 
. تمثيلها البياني في المستوي المنسوب إلى معلم‎ )٤( و‎ 
عند‎ )٤( ابحث عن منحن (۶) لدالة مرجعية مقارب للمنحني‎ 
.)۲( ءثم حدد الوضعية النسبية د(٤) و‎ ١ 0م+و عند‎ 
هي الدالة المعرفة على ]+0[ كما يلي:‎ ٣ ا‎ 
2 
1) = 
و () تمثيلها البياني في المستوي المنسوب إلى معام‎ 


.ابحث عن منحن (۶) لدالة مرجعية مقارب 


اا“ ني )٤(‏ عند ٠+0‏ ثم حدد الوضعية النسبية د( )٤‏ 


.(P)ڪ‎ 


هي الدالة المعرفة على 1;4-)- 1]- 


3x +2 
rm 


1( أوجد ثلاثة أعداد حقيقية ۾ »ظ وء حيث من أجل 0 


التعريف. 
في كل حالة من الحالات التالية عين مجموعة تعريف 


الدالة ر ثم احسب النهايات عند أطراف مجموعة تعريفها: 


.)(= ج‎ e (9< ا‎ 
)م م کد(‎ 
e O e 
باستعمال المرافق احسب النهايات التالية:‎ 
i E im eI 
E: MED 
ہز‎ lim x+ lı? +3 


حيث 4<0 و 5<0 


باستعمال تعريف العدد المشتق احسب النهايات التالية: 


|اmا a‏ دا 
ii‏ د ابابا 

×1 = ×40 X 

li xNx+1-6 li i 


امال كر ال الشن اسب الاك اة 


. COSX . 1—-CO0SX 
im «< [m د‎ >“ [im 
ea 18 ×40 XxX ×40 
2 
2 


Sin X 


. tan ._ SIn 
lim ^“ 1 علما أن آ 1ا و‎ 7 


×4+0 X ×4+0 X 


اخ ات ا :> 


. SIN 3X . tan3x . SIN3X 
«11 « lim › Ilm 
×40 2x ×x4+ج0‎ 3 ×40 X 
i tan ax e SIN aX im tan X 
×40 bx ×40 bx ×40 4x 
: احسب النهايات التالية‎ 
2 ك ت‎ 
1i Xx —9 2 im v1- 8x -3 ( 1 
وك و‎ x51  x+1 
. NX+1-2 
i (4 < 1 کک‎ (3 
x3 ×3 >-3 +3 
2 
lim RRA (6 < lim A (5 


باستعمال تعربف العدد المشتق عند لکل من 


الدالتين <s1¬3xجXI‏ و x>2cOSX>—]1]‏ › 


أضت الا اكاة د و 
2coSX—1‏ کہ 


[[ باستعمال تعريف العدد المشتق عند لكل من 
چم 4 
الدالتين ×nصهاجاx×‏ و 2/ہ-×2c08‏ ج|إx×‏ » احسب 
النهاية التالية lim _ tanxl‏ 
2c0s x= N2‏ ج 
[[ بين باستعمال طريقة مناسبة أن : 
SIn 2X‏ 
ر د 
× 1-08 0+ 


lim (7 2x) tan x = 2 و‎ 


حو 
2 


lim ل‎ (4 « lim J9 —x+3 (3 
×+ X X20 


باستعمال نهاية مركب دالتين احسب ما يلي: 
sin ( ) « lim e) | (1‏ 
X X> +0 X‏ 


i (2 
(4 <“ lim )م‎ (3 
× +0 1+ x 


X27 
1—COSX tan XxX 
limcos| — x27 (6 < lim ي‎ (5 
x0 X کیکڊږ‎ tan x +1 


X—-7r 
~7 

. ( 7x<+1 
lim sin 
×+0 2x 


[ك نعتبر الدالة , المعرفة من أجل كل عدد حقيقي 
2x‏ 


e 


ا 1 
1) بین انه إذا کان 1< ×فإن: س—_ < 


28 


آ د .ت 


1 


x +1 
lim £ )*( استنتج‎ (2 
×+00 

94 1) بين انه من أجل کل عدد حقيقي :X×X>0‏ 


e 
2x 
lim × +1 - × استنتج‎ )2 


Xo 
: × بين انه من اجل کل عدد حقيقي‎ 


«2 <COSX+SINn X < 2 


CcCOSX+SINnX 2‏ 1 
نم اسنندج ص 


X+o X 


7 1) بین انه من أجل کل عدد حقيقي 1< × : 


کے 


2 x+1 
: استنتج النهايتين التاليتين‎ )2 


: ]و / هى الدالة المعرفة على || ب‎ X VU 
٠ e 1 ب)‎ : x> ¥ + 1 ( 
TS ;: <0 (+ 1 
ES باستعمال نهاية حصر دالتين » عين النهايتين التاليتين: إ 9 ؟‎ 4 
و‎ 
X0 -1( 
f (*) X-2 lim n « lim CD 1 
×+ کڪ‎ ×+ X 


س 
ع :ا لن | الة f‏ مستمرة على 
98 من أجل 0< ×»› قارن 5+ 4×7 و ×2. 
نعتبر الدالة ۶ المعرفة على ]] ب : 
استنتج × - 5+ lim / 4x”‏ : 


e 4+ 


XxX#0 
.2× من أجل 1< ×» قارن 1- 27ل و‎ 5[ 


f (0)=0‏ 
استتتج ×3- 1- lim / 2x”‏ 
+× مة العدد » حتى تكون الدالة f‏ مستمرة على 
من أجل کل 0 < × قارن 1+ 2x +x‏ 5ا | نعتبر الدالة f‏ المعرفة على |) ب: 
و f (x)=x +2x-a 2 . x2‏ 
2 
استنتج e 27 lim /2x7 +x+1—x‏ 
X ×+‏ 
نعتبر الدالة ر المعرفة كما يلي: و طا عددان حقیقیان ابتان. 
X(1+sin x)‏ _ علاقة بين ى و ط حتى تكون الدالة ر مستمرة عند.2 


=(×)/ 
x- x7” +1‏ 
1) بين آنه من أجل كل عدد حقيقي × : 
ا 
x= x +1‏ 
2) استنتج آنه من أجل کل عدد حقيقي موجب تماما 2 
2 2 شہ ۱ 
f )x( >-4‏ ثم احسب lim f(x)‏ 
7# ادرس استمرارية الدالة ٣ر‏ عند رفي كل حالة من 
الحالتين التاليتين: 
lT‏ 


ا ا دالة مستمرة على المجال [ط:4] بحیث 
f (b)>b” s f(a)<al‏ 

4 يوجد عدد حقيقي » من | ;4| بحيث 
و 

ا | ۴ دالة مستمرة على المجال [0;1] بحيث 
EN‏ 


4 يوجد عدد حقيقي من [0;1| بحیث 


<-—2xX 


(6) 


0 = 
١ Xx =0 ; 1 () xX eh‏ دالة مستمرة معرفة على المجال [0;1] = 1 
0(=0 
)0( / من اجل کل × من ] » f (x)el‏ . 
I.‏ ا 
O f (x)= < | |; x0‏ 4 يوجد على الاقل عدد حقيقي » من [ بحيث 
f(a) £ )0(=2‏ 


[ في الشكل المقابل المنحني | [« 
)٤(‏ هو التمثيل البياني للدالة (O‏ 


×08 جا× و (4) هو التمثیل 


البياني للدالة ا 

على المجال .I1=[-7:0|‏ 
.3 

1) خمّن عدد حلول المعادلة SE EL‏ في 

المجال [ 

2 نعتبر الدالة ٣ر‏ المعرفة على المجال 1 كما يلي : 
3 

f (x)= cosx+ x 

أ) تحقق من أن الدالة ر تقبل الاشتقاق على ] و احسب 

.۴)*( 

ب) شكل جدول تغيرات الدالة ر . 

3 استنتج أن المعادلة ۽ = برو تقبل حلا واحدا 

» في المجال [ . 


اأ ا ۸ عدد طبيعي غير معدوم. 
1( بين أن المعادلة0 = 1+ ”×2 - ”× تقبل حلا محصورا 


Zn 
بین‎ 
n +1 


و 


2) هل المعادلة 1=0+ '×2- ”× تقبل حلا في (] إذا 


كان الجواب نعم عين حصرا لهذا الحل. 


لتكن الدالة ر المعرفة على 1)- [] كما يلي: 


١ x -4x +8x-4 


/)×(= (-1 


,€ تمثيلها البياني في المستوي المنسوب إلى معلم 
متعامد ( 7 ,0:1) . 


1) أ) عين نهايات الدالة ر عند أطراف مجموعة التعريف. 
ب) ادرس تغيرات الدالة ر و شكل جدول تغيراتها. 
2) أً) عين الأعداد الحقيقية ۾ » ط وء بحيث يكون من أجل 


کل عدد حقيقي |۶ × : f(x) =a +b‏ 
س 


ب) ماذا تستنتج بالنسبة للمنحني ,و المستقيم (4) الذي 
معادلته 2 -× = ر؟ برر. 
ج) حذد وضعية ١,‏ بالنسبة ل (4)» لتكن 4 نقطة 
تقاطع , ٣و‏ (4). 

3 ارسم ,٥و‏ (4).(تؤخذ الوحدة 2c‏ على (×0) 

و 1 على .))0y(‏ 
4 بين أن المعادلة 0=  )×(‏ تقبل حلا وحيدا ب على 
الخال |1:-| .استنتج قيمة مقرية إلى 7 10 للعدد ي¿ . 
5) استنتج بيانيا عدد حلول المعادلة + ×=(×) ا حيث 
وسيط حقيقي . 
6 أ) نريد إيجاد نتيجة السؤال 5) باستعمال الحساب 
بين أن فواصل نقط تقاطع المنحني , ١‏ مع المستقيم الذي 
معادلته + × = ر هي حلول المعادلة (⁄) التالية: 

(m+2)x -(2m+7)x+m+4=0 

ب) جد حسب قيم ۳ عدد حلول المعادلة(£). 


هي الدالة المعرفة على ]هه + ;2[ ب ]2-;-[ 


f (x)=x+ 
4-4 
. تمثيلها البياني في المستوي المنسوب إلى معلم‎ )٤( و‎ 
بين أن الدالة ر فردية‎ )1 
عند أطراف مجموعة التعريف.‎ f احسب نهايات الدالة‎ )2 
بين أن المستقيم ۸ الذي معادلته 1+ × = ر مقارب‎ 3 
۸ 1 بالنسبة‎ )٤( .حذد وضعية‎ +٠٥ عند‎ )٤( للمنحي‎ 


ډ : 


4) باستعمال نتيجة السؤال 1) استنتج أن المنحني )٣(‏ 

يقبل مستقيما مقارىا مائلاً عند ه٠-‏ يطلب تعيين معادلة له. 

5 ليكن )٥'(‏ التمثيل البياني للدالة ع المعرفة على 

8 (x)=—f (x) : + [0;20 ]2:+ | 

#عين المستقيمات المقارية للمنحني .)٣'(‏ 

ر هي الدالة المعرفة على (1;1-)- [ 
f (x)=lx+1l+‏ 


و )٤(‏ تمثيلها البياني في المستوي المنسوب إلى معلم . 
1) أ) اكتب  )×(‏ بدون رمز القيمة المطلقة. 
ب) ادرس نهايات الدالة ر عند أطراف مجموعة التعريف. 
2 أ) احسب (×)' £ و ادرس إشارتها . 
ب) مثل جدول تغيرات الدالة ر . 
3 أ) بين أن المستقيمين 1+×=ر:۸ و 
1-×-= ر :۸ مقاربين للمنحني )٤(‏ عند 0+ و 0 
على الترتيب. 
ب) ادرس وضعية )٤(‏ بالنسبة إلى ۸ على المجال 
| +;1| و ادرس وضعية )٤(‏ بالنسبة إلى '۸ على 
المجال |-٥;-1]‏ . 
4 بين أن المعادلة 0=  )×(‏ تقبل حلا واحداً بي على 
المجال ] 1:1-[ » وأعط حصراً ل بي سعته 10 . 
نعتبر الدالتين / و چ المعرفتان على المجموعة 
| +;1] ںا [1- ;م [کما یل : 
f (=x -1‏ 

g8)» =x- 2-1 و‎ 

و ,€ و ,€ تمثيلاهما البيانيين على الترتيب في معلم 


متعامد و متجانس ([.0:1) 


LL 


1) أ) عين نهاية الدالة ر عند مم+ 


1 2 
2 . 
E . 
= 
"| 


ن نهاية الدالة ر عند ٠-.استنتج‏ أن المنحني ,° 
تقيما مقاريا أفقيا. 


بين أن المستقيم ×2 = ر : ۸ مقارب للمنحني , ° 
 )×(×‏ ثم استنتج نهايات الدالة ۽ 


ب) ما هو التفسير الهندسي لهذه النتيجة ؟ 
رن بین ×2-(×)ع و (×) f‏ . 
2-(×) ۽ "1 ١أعط‏ تفسيرا هندسيا للنتيجة. 
المنحني ,٣ل‏ ,€=(۲). 
معادلة (۲) هي -2×y+1=0‏ ر 
ن الشعاع u‏ من المستوي حيث [4=1+2. 
(« :) لاحداثيتي النقطة 11 في المعلم j‏ ;0( 
(') احداثياتها في المعلم (0:1,4) 
عن × و ل بدلالة × و ر . 
¿ معادلة() في المعلم u)‏ :0(. 
(۲). 


ختيار من متعدد 

٠ ٠‏ عين الإجابة الصحيحة دون تبرير 

ل الموالي لدينا الرسم البياني ٥,‏ لدالة ر معرفة 
NS e:‏ کی 


3 4 
x 3‏ ) ×) ر و المستقيم ۸ الذي معادلته 


1) أ) المستقيم الذي معادلته1 = ر مقارب ل ٥0,‏ 2) محور التراتیب مقارب ل ٥,‏ . 

ب) المستقيم الذي معادلته 1= × مقارب ل ١٥,‏ 3 المستقيم الذي معادلته 1= ر يقطع ,]في نقطة واحدة. 
ي 4 المعادلة 0 =  )×(‏ تقبل حلين في المجال [ەه+;0[ . 
2) من أجل کل من ]0+ :1[ : ڪين 5) على المجال ]00[ › 3> (×) / 

أ) 2= » 2= 3= كردالة مستمرة و متناقصة تماما على ]0+ ;0] ءإذن: 
کا کر کا ( lim f (x)=‏ 

ج( c=3 < b=2 < a=1‏ ب) من آجل کل × من ]+ ;0] : (0) ۶ > (×) ر 


٠ E E yT‏ ج) منحني الدالة ‏ يقطع محور الفواصل على الأقل في 


ء۶ 1 1 
(IC = -×x+1 )|‏ = ج) -×X-2‏ = نقطة. 
( 5 ر ب) ر ج( ر 


هو المنحني الممثل لدالة ر معرفة 
(i (4‏ ,© يقطع المستقيم المقارب في القطة | :)۸ هر المنحني e‏ 
2 2 معلم متعامد و متجانس و ۸ المستقيم الذي معادلته 
E EET‏ 
1) إذا کان ۸ مقاریا ل , € عند ٥ہ-فإن‏ 0+ = (×) ر ہ11 


ج) ٥١,‏ لا يقطع المستقيم المقارب في أية نقطة. کک 
5) على المجال ]0;1] » المعادلة 1= (×) ١‏ تقبل: 2 إذا کان ۸ مقاریا ل , ٥‏ عند +٥‏ فلا یوجد مستقیم مقارب 
2 
ر معرفة على (5)- [] ب: د 6 إذا كانت 3=  )×(‏ ”11 فلا يمكن ل ۸ أن يكون مقاريا 
X3+ X—‏ 

.C, lim f (x)=0 (2 lim f (x) =—o (1 
1۳ا‎ f )×x(+× =1 فإن‎ +٥ عند‎ ٥ ,  ایراقم‎ ۸ من أجل كل ×±من!5)- [: 4) إذا کان‎ 
1 Sin x 50 

1 In — = 1 > X)= 3x + 10+ 
yT 1 (2 lim : 1 (1 1) ) 5 

7I SIN X SIN 5X y=3x+10 المستقيمان اللذان معادلتا هما 5 = × و‎ (4 
lim sin |j — =1 4 lim =1 3 
×40 X ×40 X ./ مقاریان لمنحني الدالة‎ 


صحیح أم خاطئ 


إليك جدول تغيرات دالة ر معرفة و قابلة للاشتقاق 


نرمز ب ٥,‏ إلى منحني الدالة ر الممثل في معلم. أجب 
بصحيح أو خاطئ على كل جملة من الجمل التالية: 
1) المستقيم الذي معادلته 1= × مقارب ل ٤),‏ . 


